CHAPITRE Les mélanges d’experts et I'algo-

rithme EM

8.1 Introduction

Quand on essaie de prévoir le comportement futur d’un systéme réelupbmptre en évidence
le probléme de l'apprentissage par coeur du modéle. Des solutions pé&treapportées a ce
probléme en utilisant demélanges d’experts Cette architecture, appelée ausgidéle modu-
laire est composée de deux types de réseau, un contrdleur et des exem®uals détaillerons
le fonctionnement dans la suite du chapitre. Pour faire fonctionner celepodis avons besoin
d’'une fonction de cot et d'un algorithme, l'algorithme EM (Expectation-Maximisation).

8.2 Lathéorie du modele modulaire

L'idée de ce type d’architecture est de partitionner une tache en plsdéhes indépendantes
et plus simples. On ne sait pas quelle segmentation des motifs d’entrée esidéoer. C'est
pourquoi les sous-problemes et le partitionnement sont traités de fagoitesiée. D’ou I'utilisa-
tion de deux types de modules : kesperts qui résolvent un sous-probléme linéaire ou non et le
contrdleur qui donne une partition de I'espace d'entrée en régions correspoagaifférents
experts. Les experts rentrent en compétition lors de I'apprentissagexeleples d’entrées et le
contrdleur sert de médiateur a cette compétition.

La théorie du modéle modulaire est basée sur la notion de probabilité conditeon@n va
maintenant détailler les équations et I'algorithme d’optimisation [Man95, MWISE95b].

On considére un couple entrée-sortiee(y) et un mélange d’experts composé d’un contrdleur et
deK experts. La figure 8.1 représente une telle architecture.
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FiG. 8.1 — Schéma d’'un modéle modulaire composé de K experts.

La sortieY est une variable aléatoire a valeurs dd®sconditionnée par une autre variable
aléatoirel a valeurs dans {1, 2, ..K}. La probabilit¢ P, (I = j),j = 1,2, ..., K, qui dépend de
I'entréex (probabilité qud =j sachank) donne la loi deY et est calculée par le contrdleur.

La sortieY s’écrit comme suit :
Y:fj(x)—l—nj si =y

ou f;(x) constitue la sortie dyf™ expert et oly; est une variable aléatoire centrég(.x) est alors
l'espérance d& sil =) sachank.

La loi de Y peut s’écrire de la facon suivante, en utilisant la formule des probalzlidition-
nelles :

Po(Y =y) =) Pl =j)Pu(Y =y|I=]).

L'espérance d& est :

ou f;(z) constitue la sortie dye™ expert.

L'objectif est de construire une architecture qui permette de modélisentedteur et les experts.
Le contr6leur est modélise par une fonction qui dépend de parandgt(ear exempled, repre-
sente les poids entre les neurones d’entrée et les neurones cash§a@teux entre les neurones
cachés et les neurones de sortie si le contrbleur est un réseau dietgpptron). Cette fonction
approxime la fonction x — (P,(I = j))j=12,.. k. Le vecteur sortie du contréleur est noté
(95(x,09))j=12,...K-
De la méme fagon, on modélise I'expgpar une fonction qui dépend d’'un parametfepourj =
1,2, .., K
La sortieY s’écrit alors :

Y:fj(x,ej)—i-ej ss [=j
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ot f;(x, 6;) est la sortie dy*™ expert et; un bruit centré de variance;
On fait I'hypothése que les bruits;) j—1 2,... .k sont gaussiensg ( ~ N (0, a]?)).

Le modéle est maintenant mis en place; il ne reste plus qu'a estimer I'ensershpardenétres
O = (04,061,062, ...,0k,0%,03, ...,0%) en utilisant la méthode du maximum de vraisemblance.

Remarque Soit H = {z1, zo, ..., z,} un ensemble da échantillons indépendants.

Soit® un vecteur composé des parametres a estimer.

La fonction suivante, qui dépend @& est appeléeraisemblance[DH73] de © par rapport a
I'ensemble des échantillons :

H|@: P(zy | ©).

Hz:

Le maximum de vraisemblance est par définition la valeuBdgui maximiseP(H | ©). In-
tuitivement, cela correspond a la valeur@eui s’accorde le mieux avec les échantillons observés.

L'expression de la probabilit€, (Y =y | I = j) est la suivante :

Pu(Y =y | T = j)dy = —— exp (_(y—fj(f'?’aj))?> dy.

2
27r0]2- 20]'

La loi deY est alors :

K . 2
oY =)y = 3" gy(2.6,) <yf<9>>> "

1
g) —FT/— exp — 3
j=1 \/ 27‘&'0‘]2- ( 20j

La prévision dey, notéey(x) est :

K
) = Exlyl =) 9;(x,0,) fi(x,0;).

=1

On suppose maintenant que l'on dispose d'un échantillonNdeouples d’entrée-sortie
(™), y(™)) pourm = 1,2, ..., N . A chaque échantillon, on associe une variable aléafdiré
avaleurs dan$l, 2, ..., K'}.

On poseX = (z(™),,—10  yetY = (y™)—12. N

On peut alors calculer la vraisemblance :

N
Lx(Y,0) = H Pym) (y(m)> (8.1)
= Hzgg( ) ) (Y=y(m)\1(m)=j)
m=1 j=1
N K (m) _ £.(2m) 9.))?
_ (M) 1 . (y f](:U ’9]))
= ngljz; g; (@™, b) 271'0’]2- exp < 20]2 dy
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Maximiser la fonction précédente revient a minimiser la fonction de co(t si@yappelée log
vraisemblance :

C(Y,0,X) = —lnLx(Y,0) (8.2)
N K 2
= > -1 |3 g 6) exp (—( e DV g™
m=1 j=1 2770]2- 95

Dans le paragraphe suivant, nous allons décrire comment en pratigsipoavons construire une
telle structure.

8.3 L'architecture du modele modulaire

sortie y= g,y; + g +.+9, y,
y Y, Yk
g, g, |9k
exgtlart 1 exc?z ez e>§§’f” K contréleur
entrée x

FiG. 8.2 — Architecture d’'un modéle modulaire comprenant K experts.

Comme dit précédemment, I'architecture est composée de deux types de sndidule 8.2).
On peut donner a ces modules le méme vecteur d’entrée ou partagemiation suivant les
connaissances a priori du modéle.

Le réle de chaque expert est de résoudre un probleme dans une dégi@space des entrées.
C'est pendant I'apprentissage que le contrdleur définit ces régiomngendre des sorties
(gj(a;<m>,9g))1<j<K positives et de somme égale a 1. Les paramétres du contrdleur sont
modifiés au cours de I'apprentissage en fonction de la valeur de sortiexgests. On parle
d’apprentissage superviséour les experts qui apprennent une valeur de sortie connue et
d’apprentissage non supervis@our le contréleur quand il détermine le partitionnement (qui est
inconnu).

Le principe de fonctionnement du contréleur est le suivant : il est muii slerties. Laj*™ sor-
tie représente la probabilité que j&* expert soit activé connaissant I'entrée. Soit)j—1 2 . k
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le vecteur de sorties, calculé de maniére classique (si le contrbleur Bgiedperceptron multi-
couches). Pour que la somme des probabilités de sortie soit égale a 1, edaitilansformation
suivante, par la fonction “softmax” :

g;(z™. 8,) = M V=12, .. K.
Zk» 1eXp(5k)

On peut ainsi calculer la sortie totale du modéle :

K
= Zgj@:(m)? ag)fj(x(m)v 0;)
j=1

K
_ exp(s;)
B =Y L™, 6).
j=1 D k=1 €XP(sk)
Il reste maintenant a déterminer les mécanismes de modification des parafetiresela, nous
allons utiliser I'algorithme EM.

8.4 Lalgorithme EM (Expectation-Maximization)

La fonction de colt définie précédemment est difficile & minimiser. C’'estqooiinous allons
introduire des variables aléatoires dites cachées, représentant rtiéengainconnues. Cette
technique est appelédgorithme EM, Expectation-Maximisation et permet de simplifier la
fonction de co0tC(Y, ©, X).

On fait les mémes hypothéses que dans le paragraphe 4.2 : echantiNkImdees( ),y )
pourm = 1,2,...,N, N variables aléatoire$/(™)) » dont la loi dépend de™. On

=1,2,.
construitK variables aléatoires cachées de somme egale{aj ) . telles que :
Jj=12,...,
g _ [ 1 si Im =
J 0 sinon

Nous introduisons alors une nouvelle fonction dont I'opposé du logarithépérien sera
minimisé en passant par une étape d’estimation des variables cachées.

Sion poseY::achées: <<](m)

) , la fonction que nous venons d'évoquer est la suivante :
J 1<j<K,1<m<N

(m)

Lo( Y, Yeacnees ©, X) H H [gj , P (y(m) | 7m) — j)]Jﬁ

m=1j=1

Remarque La distribution des variables cachées a été choisie de maniére a sercavet la
distribution des données complé(és Ycachéeg. En effet :

(m)

/ Py (Y, Yascneed Voronses = / HH 3™, 0 Py (5™ | 10 = )] a () G

ml]l

- ZH (96, 00) Py () | 107 = 1) |

k=1m=1
= Px(Y).
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La fonction Ly (Y, Yeanees ©, X ) Ne peut pas étre utilisée car on ne connait pas la valeur des
variables cachées. Le principe de 'algorithme EM est de remplacer debles par leurs espeé-
ranceshg.m) = h;(@™), y(™ 0,04, ...,0k,0%,...,0%) qui sont calculées lors deétape Ede
l'algorithme :

hj(‘r(m)vy(m)aegvela ‘"791(70-%7”'70%() = Ex<m) [J(m) | y(m)] = Px(m) (JJ(M) = 1 ‘ y(v(@})

J
= Py (1 = j [ y™)
Pimy (y™, 100 = j)

T

Pyom (y™)
B (1) = ) Py (4 10 )
Py (y™)

95 (@™ 09) Py (y™) | 1M = j)

€T

S gk (@™) 0Py (ym) | I07) = k)

En supposant que chaque expert a une distribution gaussiennmtcécpseh§m) comme sulit :

(m) _f.(2(m) g 2
gj(a;(m)jgg) L_ exp (_(y £ 0;)) )

2
2no 20.7'

(m) _
h;

K - 1 (v = (2 0:))*
> ket Gk (2 )709)\/770zexp <_ 207

En posantd = (h(.m) , la fonction a minimiser est la suivante :

J )1§j§K,l§m§N

CEM(YaH79|X) = *1H(L2(Y5Ycachées@7X)) (85)

S [t )y (S
m=1j

2
20j

N K m) _ £ (M) g.:))?
= — Z Zh§m) [ln (gj(x(m),ﬁg)) — (y 1i( ’0])) — %ln (271’0']2-)] )

L’ étape M consiste a ajuster le paraméte= (0,61, 0, ...,0k, 03,03, ...,0%) de maniére a
minimiser la fonction précédente.

Remarque: Les deux fonctions introduite§’'(Y,0, X) et Cgp (Y, H,0 | X) ne sont pas
identiques ; cependant, il a été démontré qu’elles admettent toutes les detiminnum local au
méme point (cf Annexe B).

Une itération de 'algorithme EM est constituée de I'étape E suivie de I'étape M.
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Les nouvelles variances des experts se calculent en dérivant teofoig;,, par rapport afg. :

80”’— Z’”‘ [ - 5 <y(m)‘f1<x(m)’9j))2]

J

m m m 2
00pw . o e h" 0™ — £i™.6)
3 — .
907 J SN B

Nous ne pouvons pas calculer explicitement les valeur8; dels quedCgys/00; = 0. Nous
allons donc utiliser des méthodes d'optimisation itératives, basées sur iergrad

Dans la méthode de descente du gradient, nous avons besoin de cofg&jig00; pour
lexpertj =1,2,..., K etdCga /00, pour le contrbleur. Nous allons par conséquent calculer les
gradients pour le motifn.

En ce qui concerne I'expejton a :

. (m) _ £ (x(m) g.)?
m), m m Yy f (:U 79 ) 1
CJ(EJ\/}] = —h§~ ) [ln (gj(x( ),99)> — ( 502 J ) — iln (2#0]2)
J
Ainsi :
OCH” _ 9Cy of;(x™,6))
00;  Ofj(=lm).6;) 06,
avec

m),j (m)
801(51\4)’] h; (m) (m)
8fj<l’(m),9]) - 2 (y _fj(x ;Hj)> .

On procéde de la méme maniéere pour le contréleur. On obtient :

80]%‘} -3 o~ 0Cgh) asg

0s;
ou
OCi) (m) (m)
Ds, = — (hj —gj(z ,99)> .

En effet

K (m) _ £ (2m) g.})2

C](EM) = —Zhg ) [ln (gj(x( ),99)> — ( 502 J ) — iln (271'0?) .
j=1 J
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Onaainsi:
9C) 9 (m)
ZYEM  _ _ T ™)1 (m) (m) (M) |
0s; 0s; ; fy. I (gk<$ ’Hg)) +hy (gj (@ ,99)> (8
B . m) d _emp(sk) ) hgm)i n ;a:p(Sj)
e S, ean(sn) 9s; \ " YK, cap(s:)
aCs) (m) w1 ean(s) (XIS ean(s)) = (eap(sy)
B = — th exp(s;) W 3
% =y S eap(s:) 9;(@™, 0y) (Zf; eﬂfp(si))
= Z hk 9] .6 <1 gj(x g))
k#j

= - (hg'm) — (=™, 9g)) :

Il faut insister sur le fait que jusqu’a présent, nous sommes restésidammstexte trés général en
ce qui concerne les deux types de modules.

Nous allons & partir de maintenant seulement, nous placer dans le cas o(pdes @t le

controleur sont des réseaux du type perceptron multicouéhes= 1,2, .., K représentent ainsi
les poids de I'expeij et 6, ceux du controleurd f;(=(™), 6,)/00; et ds; /06, se calculent alors
de maniére classique. C’est ce que nous détaillerons dans la suite.

Nous prendrons les mémes notations que dans le chapitre 3, a say@st: 'entrée totale du
neuronei, s; est sa sortiey;; est la connexion entre le neuronet le neurong de la couche
précédente dtest la fonction de transfert considérée.

couche couche couche
d'entrée cachée de sortie

-

ko i

FiG. 8.3 — Indices utilisés pour le calcul des nouveaux poids.

Nous commencerons par calculgs; /Ow;; (w;; est le poids entre le neuronele la couche de
sortie et le neurongde la couche cachée). Ona:

si = [fla) (8.7)
si =  f ( Z Win 5n> .
mne&cachés
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Donc:
8Si

8wi]~

= sjf’(ai).

Calculons maintenardls; /Ow;;, ol w; est le poids entre le neuropele la couche cachée et le
neuronek de la couche d’entrée. Comme précédemment, on sait que :

5 = e ©8)

si = f( > wmsn>

ne&cachés

" - f( 5 wmf(Z w)>
nEcachés [Eentrée

ou ¢, est I'entrée du neurone d’'inditeOn en déduit donc :

857;
8wjk

= exf'(aj)wij f'(a;).

Une fois ces dérivées partielles connues, nous pouvons modifierilks g@on I'algorithme de
rétropropagation du gradient, comme il est défini dans le premier chapitre.

Remarque Des preuves de convergence de cet algorithme ont été établies [HS3WE5] (cf
Annexe B).

Donnons maintenant un exemple d’application de cet algorithme.

8.5 Application a une série simulée

Nous allons dans ce paragraphe tester I'algorithme EM sur une séreeartéieiellement.

Notre expérience consiste en la prédiction de la série a un pas de tempaniagssant la valeur
de la série a I'instant, on cherche a estimer sa valeur a l'insteint 1).

Le premier des deux processus est un processus déterministe, apgeticdvicKay-Glass. Il est
généré par une équation simple, mais évolue de fagon chaotique.

Le deuxiéme processus est issu de la composition d’'un processusgaessiBde degré 1 avec
ajout d’un bruit gaussien centré de variance 0.1 et d’'une tangenéslivigue.

On décide que I'on passe d’'un processus a l'autre grace a un commuwaieiipasse de 0 a
1 ou de 1 & 0 avec une probabilité de 0.02 suivant une loi uniforme (i.e., lestaropen de
changement est environ de 50 pas).

La série étudiée est la suivante :

aTt—r

(1 =0z + Ex - sic=0 (processus 1)
Ty = N
¢ tanh(—1.2z,_1 +¢) sic=1 (processus 2)

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003
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oU ¢; est un bruit blanc gaussien centré de variance 0.1.
On choisiraa = 0.2, b = 0.1 etT = 307.
La série que I'on cherchera a apprendre est celle représentédigurdss.4.

Serie de McKay Glass + tanh - TAU = 307
1 T T

regime ---—-

-0.5

-15 |

-2.5

0 500 1000 1500 2000
Numero du motif

FiG. 8.4 — Série et régime associé utilisée comme base de données.

Quand on essaie d’apprendre chaque série séparément avecept@er, on constate qu’'avec
5 entrées et 3 neurones cachés, la série peut étre apprise avecauten®yenne de I'ordre

de 0.03. Par contre quand on apprend la série entiere avec le pencepéime si on augmente
considérablement le nombre de neurones cachés, le résultat obtemettestent moins bon;

néanmoins la série est bien apprise. On décide donc d'utiliser I'archigeattodulaire neuronal.

L'architecture est constituée de trois réseaux de neurones du typeppen multicouche : 2
experts et 1 contrdleur. Chaque expert posséde 3 neuroneséd'@iti3 neurones cachés; le
contrdleur posséde 5 neurones d’entrée et 10 neurones cachés.

Nous allons maintenant présenter les résultats obtenus : évolution duuealiatique, évolution
des sorties du contréleur, évolution des variances.

L'évolution du co(t quadratique est représentée sur la figure 8.5.
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erreur min 0.00763, gating : 0.000010 5-10, exp1 : 0.000001 3-3, exp2 : 0.000001 3-3
0.05

cout quadratique pts app ----
0.045 9 quepaen

0.04

0.035

0.03

0.025

Valeur du cout

0.02

0.015

0.01 =

0.005

0 5000 10000 15000 20000 25000
Iterations

FiGc. 8.5 — Evolution du colt quadratique pendant I'apprentissage.

Le colt quadratique obtenu en fin d’apprentissage est du méme omdeelgiiobtenu en utilisant
le perceptron multicouches. Donc cette architecture n'apporte qu’'unéaitide amélioration au

niveau de la prévision. On constate par ailleurs qu'il n'y a pratiquemsntrasur-apprentissage,
autrement dit, I'erreur de généralisation n'augmente pas.

L'architecture utilisée permet de déterminer le comportement des expects i valeurs des
sorties du contrbleur. C'est ce qui est représenté sur la courbe 8.6.

gating : 0.000010 5-10, expl : 0.000001 3-3, exp2 : 0.000001 3-3
1 T

“ softiecontl ===
orti nt;

a

0.8

0.6

04 -

0.2

0

-0.2

04 F

-0.6

-0.8
1200 1250 1300

1350 1400 1450 1500
Numero du motif

FiG. 8.6 — Répartition des sorties du contrbleur en fonction des points de lalbasst.

Quand on introduit I'architecture modulaire avec deux experts, on dengtee le controleur
a bhien séparé I'espace des entrées : I'un des experts apprend quasinteseul le processus
1 alors que le processus 2 est appris par les deux experts en méme tapesdant, il est
difficile d'interpréter les sorties du contrdleur car le réseau apprerddigiribution et non un
comportement. Pour pouvoir interpréter correctement les sorties du leamtrid faudrait étre

capable de donner précisément le rble de chaque module.
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Pour terminer le paragraphe, nous allons regarder I'évolution desieasae chaque expert.

0.06

variance exp2 ----

0.05 =

0.04

0.03

0.02

0.01

]
0 5000 10000 15000 20000 25000

FiG. 8.7 — Evolution des variances de chaque expert durant I'appreggissa

On peut noter grace a la courbe précédente qu’il y a une phase diticradue a I'apprentissage.
Cela se traduit par des variations importantes des variances et montre ledieeritre appren-
tissage et réglage des variances. Les variances ont bien convefigédéapprentissage et leurs
valeurs asymptotiques sont différentes.

Remarque En utilisant un systéme a trois experts , les résultats obtenus pour les slrties
contréleur sont moins significatifs.

8.6 Comparaison avec un algorithme qui utilise une fonction de co(t
guadratique

Dans ce paragraphe, on reprend les mémes notations que précédemnmerin va utiliser

I'algorithme de rétropropagation du gradient comme il est défini dans eierehapitre, i.e avec
la fonction de co(t quadratique.

La fonction de co(t utilisée est la suivante :
| N K 2
C=35> <y<m> - ngac‘m%eg)f,»(ﬂm%ei)) :
m=1 3

Pour appliquer I'algorithme de descente du gradient, il faut calciteyod; pour I'expert;,
j=1,2,.., K etoC/o0, pour le controleur. Calculons ces dérivées partielles pour le motif
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On pose :

om —

N | =

X 2
<y(m) - Zgi(w(m),eg)fi(x(m),ei)) :

=1

En ce qui concerne I'expeyt:

ocm) octm  gfi(x™ ;)

06, ~ of,(«m 6, 08

avec :
acm)

K
T gi(pm) (m) _ (M) (M) g,
8f]($(m)7 0]) - gj(x 799) (y Zgl(x 799)fl(x 791)> N

Pour le controleur :

acm i aCt™  9g;(x(™ . 6,) ©.9)
90 j=1 9g; (™, 6) 90y .
K K
Agi(z(™ . 0,) ds;
j=1 i=1 53 g

avec :
agj (x(m)7 99)

s = (gj(m(m),Qg) - gj($(m)agg)2> .
J

Les dérivées partiellesf; (™), 60,)/00; etds; /90, ont été calculées a la fin du paragraphe 4.4.
On applique ensuite la procédure de rétropropagation du gradient.

Maintenant, on reprend la série précédente et on applique I'algorithnvéeguid’étre donné avec
la méme architecture : un contréleur a 5 entrées et 10 neurones caexpers avec chacun 3
entrées et 3 neurones cachés.

La série est aussi bien apprise qu'avec l'algorithme EM, mais les résultaiess sorties du
contrbéleur sont moins significatifs. Ceux-ci sont représentés suutbe®.8.
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gating : 0.000010 5-10, expl : 0.000001 3-3, exp2 : 0.000001 3-3
1 T T T

sortie 1 --==--
0.8 3 rtie-2- sl

0.6 [

0.4

0.2

0

-0.2

0.4

-0.6

-0.8
1200 1250 1300

1350 1400 1450 1500
Numero du motif

FIG. 8.8 — Répartition des sorties du contréleur en fonction des entrées.

Le résultat obtenu sur les sorties du contréleur montre qu’un experergbpuasiment seul les
points de la base de test représentés ici. Cependant, comme dit précéddiimiezprétation des
sorties est délicate : les réseaux apprennent une distribution de fitéleilmon un comportement.

Cette étude nous permet de conclure que l'algorithme EM, contrairementgarifame de
rétropropagation avec une fonction de colt quadratique essaie darpgéel expert va étre
utilisé pour apprendre un motif donné.

8.7 Convergence de l'algorithme EM

Nous allons donner dans cette annexe la démonstration de la convedgehakjorithme EM
dans le cas général vers un extremum local. En effet, EM ne garantd pasvergence vers un
extremum global.

L'énoncé du probléme est le suivant : seiine mesure dtune fonction que I'on suppose positive.
On introduit alors la fonctiog telle que :

9(0) = / £(,0) pu(der)

ou f est une variable qui appartient & 'ensem®le
On suppose qug(f) est non nulle pour towt € O. Le but est de maximiseypar rapport &.

Pour se faire , nous allons utiliser I'algorithme EM qui est déterministe, itérat&éni de la
maniére suivante. Connaissa#f, on cherche & déterminéf ) tel que :

pli+1) — (e(i)) et g (9(i+1)) > g <9(¢)> .

On pose :
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On introduit la fonction@ (6, 6’) définie par :

Q(0,0') =/(10gf(w79))p(x,9’) p(dz)

La premiere étape de I'algorithme, appelée étape E, est I'étape d’estimatiafodetionQ. La
deuxiéme étape, étape M, est la suivante :

(i+1) _ (i)
0 Argmax Q (0, 0 ) .
Une itération de I'algorithme EM est composée de I'étape E, suivie de I'étape M

On va maintenant montrer que cet algorithme converge vers les maximas ldeayxLa
démonstration se décompose de la maniére suivante : on montre d’abagceguene fonction
croissante deg?), puis qu’un extremum local d® en est un poug.

Commencons par la monotonie ge

Q (9,6 /(log f(2,0))p(2,0") p(dx) (8.10)

Q(0.0) = log(g(6)) + / (log p(z,0)) p (2. 6') p(de)

Q0,0)-Q(0.0) = 10g<9<9)>‘1°g(9(91))+/<longgjz’))

Le deuxiéme terme de la somme est I'opposé de la divergence de KullbdidkrLElle est notée
KL 0.

) ple,0) u(d8.11)

Nous allons maintenant appliquer I'inégalité de Jensen a la fonkt#or©On considére la variable
aléatoireY = p(x,0)/p (z,0"), distribuée selop(z, 9).

De I'inégalité de Jensen, on déduit que :
log (E[Y]) > E [logY].

Or:

log (EY]) = log (/ Yp (z,0) ,u(d:c)) (8.12)
~ log ( / p(2,0) u(dx)) 0.

EllogY] = KL(0 | ).

Et:

Ce qui implique que :
KL ¢)<o.

De plus, on cherche a maximis@x(6, §’). Par conséquent :

Q (0, 0’) - Q (9’,9') >0 = log(g(#)) — log (g(é/)) >0
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Donc la fonctiong est monotone et on a prouvé le premier point.

Abordons maintenant le deuxiéme point de la démonstration.
Soit§’ un extremum local d€) (., ¢’).
Comme :

Q(6,6') = log (9(8)) + / (log p(z,0)) pla, ') pu(dz),

on en déduit que (en supposant que les conditions pour dériverlesaigne intégrale soient

vérifiées) :
o [ (Plosnie.0)
0=0' 89

9Q(0,0) _ 0(logg(9))
Nous allons maintenant utiliser la formule de Fisher pour montrer que :

99 lg_g o0
= 0.
9 (logg(¥))
90

) ple.0) u(dr) (8.13)
0=06"

=0.

6=0’

En utilisant la définition deg, on a en dérivant sous le signe intégrale :

3%(;) _ /W“(d’:) (8.14)
20550 49 / 0T @0 (. ) p(ar)

d’'aprés la formule de Fisher appliquée aux fonctigret g.

On en déduit donc :

2ogs(0) _ [ 2008 S0 1, 1))

00 00
Or:
9 (log f(x,0)) _ 9(logg(h)) /8(logp(x,9))
LT b, 0) ) = I L p(a,0) p(da).
Donc:
[ R 1, 0) ) = 0.
Et par conséquent d’apres I'équation (B.4) :
9(logg(0)| _
00 0—p’ '

Le deuxiéme point de la démonstration est donc prouvé.

On a ainsi montré la convergence de I'algorithme EM.
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8.8 Jensen et Fisher

8.8.1 Inégalité de Jensen
e Propriété

Soit ¢ une fonction convexe ef une variable aléatoire.
Alors, on a l'inégalité suivante :

¢ (E[X]) < Efp(X)]

pour autant que ces espérances existent et soient finies.
e Preuve

Nous allons écrire le développement en série de Taylgr de second ordre :

SO —y?

Je €lz,y telque o(z) = ¢(y) +¢' () (z —y) + 5

Or ¢ est une fonction convexe.
Donc sa dérivée seconde est positive en tout point et on a I'inégailnse :

o) + &' W)@ —y) < o).
On prendz = X ety = E[X]. On obtient alors :
¢ (E[X]) + ¢ (E[X]) (X - BIX]) < o(X).
Il suffit pour finir de prendre I'espérance de chaque membre de &iitég
Elp (EX])]+ E [¢' (E[X]) (X — E[X])] < E[p(X)].

Or:
Elp(E[X])] + E [¢' (E[X]) (X - BIX])] = ¢ (E[X]).
Par conséquent :
¢ (E[X]) < Ep(X)].

L'inégalité est ainsi montrée.

8.8.2 Formule de Fisher

Soitf une fonction continue et dérivable sur son ensemble de défidition

On a I'égalité suivante bien connue :

yrep, QUoBI@) _ @

Oz flx)

La formule de Fisher consiste a écrire :

0 (log /()

Vo € Dy f(x) = f(x) o
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