CHAPITRE 2 Meémoires associatives

Il 'y a, disions-nous, deux mémoires profondément dis-
tinctes : l'une, fixée dans I'organisme, n'est point autre
chose que I'ensemble des mécanismes intelligemment mon-
tés qui assurent une répligue convenable aux diverses in-
terpellations possibles (...) Habitude plutét que mémoire,
elle joue notre expérience passée, mais n'en évoque pas
limage. L'autre est la mémoire vraie. Coextensive a la
conscience, elle retient et aligne a la suite les uns des
autres tous nos états au fur et a mesure qu'ils se produisent,
laissant a chaque fait sa place et par conséquent lui mar-
qguant sa date (...)

HENRI BERGSON

I E modeéle de Hopfield est peut-étre celui qui, parmi les différents modélessdaux de neu-
rones, a été le plus approfondi. Il fait partie de la grande classe sieswé récurrents, ceux
dont les sorties sont rebouclées en rétroaction sur les entrées.

La plupart des réseaux de neurones ne sont pas récurrentsnagxsgg propageant des entrées
vers des sorties si bien gu’en un nombre fini d'étapes (dépenddatpdefondeur du réseau) les
états de tous les neurones sont connus. Fréquemment, grace a updit@glapprentissage, les
poids des connexions évoluent et convergent vers des valeumsedés

En revanche dans ce chapitre les poids des connexions serontufidépart et ce seront les états
des neurones qui varieront au cours du temps puisqu'il y a des cdidms entre les (certaines)
sorties et les (certaines) entrées. L'étude de ces réseaux pomersuaide comportement temporel
de leurétat (défini par un vecteur dont chague composante représente I'étatpadtiéictif, +1

ou —1, d’'un neurone du réseau), et on se propose de déterminer quelesétats stables de la

dynamique du réseau

Ces états stables peuvent étre considérés comme des vecteurs codaieispnotifs particuliers
(une image par exemple, lorqu’on place a la queue leu-leu tous ses pikekt)alors possible

de réaliser unenémoireotl chaque motif mémorisé correspond a un état stable de la dynamique
du réseau. Mais il nous faudra trouver une méthode pour calculer igs g@s connexions afin
stocker dans la mémoire un ou plusieurs motifs spécifiés.

*Matiére et Mémoire, p. 167-168.
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2.1 Historique

Si la possibilité de stocker de l'information dans des configurations stableysiéemes dyna-
miques a été proposée par des auteurs comme Grossberg [Gro67], [Amaii2], Kohonen
[Koh74], Little [Lit74] ou Cowan [Cow68], prés d'une décennie avémipublication de John
Hopfied [Hop82], c’est néanmoins bien ce dernier qui a formulé denfagécise une solution a
ce probleme et fait apparaitre la notion primordialebdesin d’attractiorainsi que celle, fonda-
mentale, d&nergie C’est la raison pour laquelle ce modéle, ainsi que la plupart de sestesriau
exensions, porte son nom; les modeéles y ressemblant peu ou proasdigrement dénommeés
“a la Hopfield”.

2.2 Introduction

Comment mémoriser des formes binaires et les retrouver méme lorqu’elldsrsit@es ? Lidée
qui va étre développée ici est d'utiliser des mémoires adressables panteng, appelées en
anglaiscontent adressable memooy encoreCAM en abrégé. Ce sont des mémoires ou, pour
retrouver un motif mémorisé, on présente a I'entrée une partie de ce motiéoBerche de plus
un fonctionnement qui soit tel que, méme si le motif présenté est bruité-gcdise posséde un
certain nombre de bits faux) le motif mémorisé est retrouvé intact.

Quelques exemples permettront de clarifier les idées. Supposons endgebdsnnées d'adresses
du genre :

“Gaston, rue des gaffes en gros ..."

“Talon, avenue du Messie,..."

Ici, un motif est constitué, par exemple, de la concaténation des bits refaéskadresse com-
plete. Une mémoire associative adressable par le contenu donne kadosspléte méme si on
lui présente seulemefitastonou Gaou encoreggroset méme, et si possibl§atson

La maniére la plus évidente de procéder pour retrouver un motif mémorisie eaesurer la
distance de Hamming entre le motif présesntd chacun des motifs mémorisgg’

H, = Z:(sZ —mt)? (2.2)

et de choisir le motif: pour lequel cette distance est la plus faible. On pourrait aussi choisitie mo
pour lequel le produit scalaige:- m* est le plus grand. Ces deux procédures sont séquentielles.

Mais si on veut faire cette opération avec un réseau de neurones, absiyngrendra-t-on ?

On utilisera une mémoire dont la structure sera analogue a celle dessitgéggine 2.1. Chaque
rond symbolise un neurone qui calcule a chaque pas de temps son éatiorfde I'état de tous
les neurones a l'instant précédent. Il effectue tout d’abord une satarses entrées pondérées par
lespoidsdes connexions Cette somme pondérée s'appaliée totalest est notéé pour suivre

la notation des physiciens (pour des raisons que I'on verra plus tarlytagpe intervient trés
fortement dans ce modéle) :

hi(t) =Y wijs;(t) + 0; (2.2)
J

ou 0; est un seuil et la sortie; du neuronegj est egale a une fonction non linéaire de I'entrée

totale : ®
) . +1 sz hj t) >0
si(t+1)= { -1 si h;(t) <0 (2.3)

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003
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FiG. 2.1 — Un réseau tout connecté

Cette fonction non linéaire peut s’écrire sous une forme plus compacte’'esdrla fonction

signg-). On prendrait la fonction de Heaviside si les états actif et inactif des nesrrétaient
codés par les valeurs +1 et 0. Ce qui se passe en 0 est tout a fadieeldtrpratiguement indiffé-
rent. Par souci d’esthétique on posera que le neurone reste dansliétae trouvait a I'instant
précédent (car cela rend la dynamique plus symétrique).

Cette mémoire associative est I'application la plus simple qui démontre le caraateilectif »
des calculs effectués par un réseau de neurones. C’est une méencéreyge qui été réalisée pour
le probléme de base de données d’adresses cité plus haut. Avec succés

2.3 Premiere approche : une mémoire hétéro-associative

2.3.1 Préliminaires : le neurone formel

C’est en 1943 qu’'un mathématicien, Warren McCulloch, et un biologistigWRitts [MCP43],
proposérent une théorie générale de traitement de I'information basgessiseaux d’automates
binaires, appelés de maniere métaphorique « neurones » (il suffit dpater au chapitre sur la
biologie pour voir la complexité des neurones biologiques ainsi que deawégu’ils forment).
Chacun de ces automates, encore appeliéile peut prendre des sorties désignées comme ac-
tive (codé 1 par exemple) et comme inactive (codées 0 ou -1 par exerAfifede simuler le
fonctionnement de neurones réels et en particulier I'existence de lalpdéfractaire, les auteurs
supposent que le temps s’écoule de maniére diseretd, 1,2, ... et que I'état d’'un neurone a
I'instant ¢t dépend de la somme pondérée des signaux provenant des autresesaqurtl y a a
I'entrée :

hi(t) = Z wi;85(t) (2.4)

Ici chaque élemeni;; représente la force d’interaction existant entre le neutatde neurone
j; on I'appelle aussefficacité synaptiqueu poidsde la connexion correspondante. La quantité
h; est alors I'analogue du potentiel d’excitation postsynaptique des nesitiologiques. Si cette

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003



34 Chapitre 2. Mémoires associatives

valeur est supérieure a un certain seuil, la sortie du neurone passatat#f, si non, a I'état
inactif, au repos.

McCullogh et Pitts montrérehtjue des réseaux constitués de tels neurones pouvaient en principe
imiter n'importe quelle machine discréte, comme peut le faire un ordinateur nureé&ramnvena-
blement programmé ou son abstraction mathématique, une machine de Turing.

2.3.2 Préliminaires : I'apprentissage de Hebb

Cette forme d’apprentissage, due a Hetdst en fait un postulat tiré de la biologie et est la plus
connue et la plus vieille des régles d’apprentissage (1949) [Heb49].

Formulé dans ugontexte neurobiologiquell dit précisement :
When an axon of celld is near enough to excite a cdll repeatedly or persistently
takes part in firing it, some growth process or metabolic changes take plane wr
both cells such thatl’s efficiency as one of the cells firing, is increased.

Que I'on peut traduire par :
Quand une celluled excite par son axone une celluleet que, de maniére répétée
et persistante elle participe a la genése d’'une impulsion @ansn processus de
croissance ou un changement métabolique a lieu dans I'une ou dansxasteles
de sorte que l'efficacité dd a déclencher une impulsion daBsest, parmi les autres
cellules qui ont cet effet, accrue.
Dans uncontexte RNon transforme cette proposition en
1. si les 2 neurones situés de part et d’autre de la synapse sontsautifisanément (syn-
chrones) alors on augmente le poids,
2. siles 2 neurones ne sont pas synchrones, la synapse déaesftédiminée.
Une telle synapse est dite Hebbienne, elle dépend du temps, les interaatibfostement locales.
Les variations du poids se font grace a un mécanisme de conjonction ejarmle les signaux,
de corrélation si on parle en termes statistiques. (On dira aussi qu’'napsyest anti-hebbienne
lorsque sa force (le poids) baisse pour des activités post — et pmaptiyues corrélées et aug-
mente sa force lorsque ces activités sont non corrélées.

Dans uncontexte mathématiqueon pourrait poser (voir figure 2.2) :

Awf; = nsis) (2.5)

mais il y aurait variation exponentielle dg;. On ajoute alors un terme d’oubli :
Awlt'j = nsﬁs? - ozs;?wzt'j (2.6)
= asj(csh —wj;) (2.7)

ce qui permet d’éviter les problémes de convergence.

Dans uncontexte statistiqueon pourrait poser :

Aw;j = ncov(st, s?) (2.8)
= nE[(s; —5:)(sj — ;)] (2.9)
= n{E[sﬁs?] —5i5;} (2.10)

'Une volée de théorémes récents étayent la démonstration : voir le cleapitrernant I'apprentissage statistique
2Donald Hebb était un psychologue canadien.

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003
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FIG. 2.2 — Interconnexion de deux neurories j par la synapse;;.

Le premier terme ressemble a la premiére proposition, le second eFmest un seuil égal au
produit des activités moyennes post et pré synaptiques.

Retour & urcontexte biologique: il se pourrait gqu'il y ait une plausibilité physiologique (modele
de I'hyppocampe).

2.3.3 Objectifs et méthode

Il s’agit de mémoriser des formes binaireg0, 1} (ou encore{—1,+1}) & N composantes et de
les retrouver méme si elles sont présentées bruitées.

Les sorties des neurones seront notges +1, les poids seront notés;; et I'entrée totaleh; sera
la somme pondérée des entrégs= . w;;s;. L'état du réseau sera caractérisé par la donnée des
N valeurss;.

On appelera prototypes lég étatsstableset attracteursmémorisés, chaque motif prototype sera
indicé parm.
On utilisera la régle de Hebb, encore appepéescription de Cooperw;; = >, si"s’".

2.3.4 Exercice

On se propose de réaliser I'nétéro association qui, au Mo#f {1, —1, —1, 1} fait correspondre

le motif A" = {-1,-1,1,1}.

Pour calculer les poids qui permettent cette association, on pose tootdi'abe chaque poids
w;; est égal & zéro. On place a I'entrée du réseau le Matifa la sortie le motifd’ (voir la figure
2.3). On calculev;; par la regle de Hebbw;; = AiA;..

On obtient ainsi les poids-1/4 ou —1/4 qui sont représentés sur la figure 2.3. On peut ainsi
vérifier, si on est pas convaicu de la procédure que si onArest entrée, on obtient bie en
sortie.

Qu’en est-il du bruit? Si on bruite un petien entrant{ 1, —1,0, 1}, on vérifie que la sortie est
bien A’, et cela se produit grace a la fonction a seuil ; bien sir la valéur &st un bruit particulier
qui n'appartient pas a 'ensemble possible des entrées, mais méme shdMpre {1, —-1,1,1}
on obtient bien la sortie désirée (il faut cependant définir ce que vadrtae lorsque I'entrée
totale est nulle).

Si I'nétéro association recherchée avait 8té= {1,—1,1,-1} — B’ = {-1,1,1,—1}, les
poids auraient été ceux représentés sur la figure 2.4.

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003
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Fic. 2.3 — Le calcul des poids s’effectue en multipliant ce qu’il y a en entréeggu’il y a en
sortie. On normalise par le nombre de neurones pour que I'entrée totaégalsf soit a1, soit

\
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FiGc. 2.4 — Le calcul des poids s’effectue en multipliant ce qu’il y a en entréeggu’il y a en
sortie. On normalise pour que I'entrée totale soit égale, seit,&oit a—1.

La régle de Hebb prescrit que pour mémoriser plusieurs motifs, il faut sonpoer chaque
connexion, les valeurs obtenues pour chacun des motifs. C'est @ &féiréalisé sur la figure
2.5. On vérifiera que ce réseau reste insensible (dans une certaine iviegusr) au bruit.

Jusqu’ou peut-on aller dans la taille des motifs et dans la quantité de motifoP&wofKoh84] a
réalisé une expérience impressionnante reportée sur la figure 2.jitlla’d’homo association :
le motif d’entrée est égal a celui de sortie mais la méme procédure que @néroéat (qui utilise
la prescription de Cooper) a été utilisée.

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003
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FiG. 2.5 — Le calcul des poids s’effectue en additionnant chacun desqiatieisus précédemment.

a b

FIG. 2.6 — a : Deux des motifs stockés. b : motifs bruités correspondants.qued®dn retrouve
lorsque 160 images sont stockées dans la mémoire. d : ce que I'on refoosee la mémoire
contient 500 images. Chaque image 128 x 128 pixels.

Ne trouvez-vous pas le résultat remarquable ?

Il y a cependant un probléme. C’est qu'une telle mémoire ne fonctionreeduiuout dés que
I'image est translatée ne serait-ce que d’un pixel. En effet le nouvesewral’entrée ne ressemble
plus du tout au vecteur de départ et la mémoire associative ne peutrttmupeoche voisin.

Oublions cependant cet inconvénient et posons nous la questionalecsaqui se passerait si on
bouclait les sorties sur les entrées. A la premiére passe avec un motif largioétie devrait étre
plus proche de la « bonne » sortie, c’est ce que I'on voit dans la figukotonen. A la seconde

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003



38 Chapitre 2. Mémoires associatives

passe, puisque le motif d’entrée s’est rapproché d’'un motif mémorisétia devrait étre encore
meilleure ; et ainsi de suite jusqu’a, on I'espére, le motif prototype parfait.
C’est ce que nous allons voir dans la section suivante.

2.4 Seconde approche : une mémoire auto-associative récurrente

2.4.1 Préliminaires

Les neurones utilisés seront ceux de McCullogh et Pitts décrits plus haut.

On noteraN le nombre de neurones &f le nombre de motifs que I'on veut mémoriser. Un motif
sera représenté par un vecteur a N composantes, chacune étarmtu’é@eirone correspondant
du réseau. Un motif mémorisé ou encpretotypesera notén*, 1, étant le numéro du motif. Un
motif non prototype sera noté Un état quelconque du réseau sera donc noté :

s =[s1,59,...,5n]" (2.11)

ou I'exposantl” représente I'opération matricielle usuelle de transposition.

D’autre part, il s'avere plus judicieux de dessiner le réseau de la maejn&sentée sur la figure
2.7 plutdt que sous la forme d'un polygone régulier comme sur la figure 2.1.

W13 W12 Vvll

@ & &
Was (W22 [Woy @i
[ L I

W33 OW32 1 Way ®S37

FiG. 2.7 — Une maniére plus astucieuse de représenter le réseau de Hopfield.

A

ran)
ran)

Le fonctionnement de la mémoire associative doit étre tel que si I'on pamsédit initial d’'un état

du réseau représenté paralors, aprés un certain nombre d’itérations le réseau doit se retrouver
dans un état, mettons, celui qui est le plus proche (au sens de Hamming par exemple) de
C’est dans ce sens qu'on parle de mémoire adressable par le coniesensible (tout est relatif
bien sar) au bruit.

La trajectoire que suit le réseau est la liste, indexée par le temps, des états que presehle ré
Sans perdre de vue que les états accessibles au réseau sont les sdomuetisedde dimension
N, il est instructif de dessiner la trajectoire de la facon qui est représentéla figure 2.8. I
s’agit d’'une surface possédant un certain nombre de minimums (au moinstetypes) et telle
que, si I'on part d’un point quelconque on arrive dans un creumrae une bille qu’on laisserait
rouler sous l'influence de la gravité (mais ou il y aurait suffisamment deefn@nts pour ne pas
dépasser le minimum une fois celui-ci atteint). Etudier la dynamique du résestuétudier la
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— =

FiG. 2.8 — Un paysage énergétique avec deux motifs mémorisés attracteurs

trajectoire, les minimums sont lewints fixegque I'on voudrait prototypes). Avec cette image, la
notion debassin d’attractiorest évidente.

2.4.2 Formalisation

Dans cette étude, les motifs prototypes ne seront pas des motifs spédfiques des images par
exemple, mais des motifs tirés au hasard ou chaque compasaptendra de facon équiprobable
les valeurst+1 ou —1.

On ne perd pas de généralité en ne prenant pas en compte ledsdaits I'équation (2.2) (car
on s’occupera surtout de motifs aléatoires), si bien que I'on utiliseraudon suivante pour
I'actualisation des états :

he =Y wis! (2.12)
J

Il existe deux facons fondamentales d’appliquer I'équation (2.12) dsoihanieresynchronesn
calculant a chaque itération les états de tous les neurones en méme temgisaibgoas du modeéle

de Little, soit de manierasynchroneen actualisant a chaque itération qu'un seul neurone tiré au
hasard ou séquentiellement, c’est le modéle spécifique de Hopfield, selnbgs étudierons i

2.4.3 Mémoriser un motif

Il s’agit donc de calculer quels sont les poids qui font que I'état quiesspond a ce motifn est
un point fixe de la dynamique du réseau (il est stable). Pour trouvgroids écrivons la stabilité
sous la forme :

signe Zwijmj =1m; (213)
J

Une solution évidente est de prendre :
1

wij = Nmimj (2.14)

careneffeton g, m? =", (£1)? = N.
De plus nous voyons que si moins de la moitié des bits de I'état de dépaffasan; # m;)
alors leur effet dans le calcul de I'entrée totale

hi = Zwiij (215)
J

31l existe d’autres facons d’actualiser les états conasgnchrone par blogu, a chaque itération, un bloc de
neurones est actualisé, tous les neurones du bloc en méme temps.

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003



40 Chapitre 2. Mémoires associatives

sera plus faible que l'effet des bits justes, et donc que, aprés la forgitine, on retrouvera
exactement le motifn.

Ce motif est un attracteur de la dynamique du réseau. Notons que le motif iruersst lui aussi
un attracteur, vers lequel le réseau converge lorsque plus de la moibésissnt faux.

2.4.4 Meémoriser plusieurs motifs

En s’'inspirant de la méthode précédente permettant de mémoriser un motflibarsnera com-
posante par composante, les quantités calculées a l'aide de I'équatioh g@ukdchacun des
motifs et on obtiendra ainsi :

1
wi = — Y mim! (2.16)

Cette équation ressemble a la prescription de Hebb, si ce n’est qu’ici, niégseaugités ne sont
pas activesi; = m; = —1), la contribution correspondante rentre dans le calcul du poids.
Remarquons aussi que, par construction, la matrice de connéXieat symétrique.

Examinons maintenant la condition de stabilité d’'un motif particuti®t, qui s’exprime par :
signgh!') = m!"  (pour touti) (2.17)

ou I'entrée totalé:!' vaut :
1
hl = Zwijm? = NZZm’;mz’mé‘ (2.18)
J j v

que I'on peut encore écrire de fagon a sortir le terme correspongant a

Bl = %meZm}’mﬁ”
v j
= | S me S it
J

vEN J

1
= ml D mi ) mim (2.19)
20 J

Si le deuxiéme terme, le terme croisé qui peut étre assimilé a un terme de brui, (cas des
motifs orthogonaux par exemple), alors le magtiest stable bien évidemment, mais si ce terme
est suffisamment petit pour ne pas changer le signé'dsi le nombre de motifs mémoriség

est faible par exemple), sera quand méme stable. Une configuration de départ proche (au sens
de Hamming) d’un motif mémorisé convergera donc vers ce motif et le réseamgmrtera bien
comme une mémoire associative.

2.4.5 Capacité de mémorisation

Examinons plus attentivement ce qui se passe lorsque les motifs ne santhgagonaux mais
sontnon corrélés

Nous supposerons que les motifs prototypes sont aléatoires et isSud dpreuves de Bernouilli.
Le terme croisé de I'équation (2.19) contient exacteméft/ — 1) variables aléatoires indépen-
dantes chacune pouvant prendre les valetirsChaque variable aléatoire a une moyenne nulle
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(+1/N ou—1/N avec des probabilités identiques) et une variancg’de E(X?) — (E(X))? =
E(X?)=1/N2

Or, d’aprés le théoreme limite central la somme d'un grand nonfraje variables aléatoires
issues d’'un processus aléatoire quelconque mais commun, est une tilistrifawssienne centrée
sur K fois la moyenne et dont la variance dstfois la variance de la distribution de probabilité
d’origine.

Donc, le terme croisé est de moyenne nulle et de variapde x N(M — 1) = (M — 1)/N,
autrement dit son ordre de grandeur estdg\/ — 1)/N.

D’autre part, la composante de signal dans I'équation (2.19):&stElle peut donc prendre les
valeurs +1 ou -1 avec des probabilités égales, elle a donc une moyefret dee variance de 1.
Le rapport signal a bruit, vaut alors :

variance du signal

variance du bruit
N

-1

p =

%

SIS

pour M grand (2.20)

Les motifs prototypes seront stables si et seulement si le rapport sidgmalt p est grand. Il ne
faut donc pas que le nombre de motifs mémorisés soit trop grand pour quenl@nr@@ssociative
fonctionne correctement (dans un sens probabiliste).

2.4.6 Capacité de stockage du réseau de Hopfield

C’est un euphémisme que de dire que I'étude de la capacité de stockggelgse peu technique.
Je ne donnerais ici que le résultat qui dit que, dans la limite thermodynanfiggeafd) alors la
mémoire associative ne fonctionne plus du tout lorstiyév — 0.138.

Cependant on peut trés simplement se faire une idée des possibilités deisaéoroen calcu-
lant la probabilité pour que I'entrée totall¢ de I'équation (2.19) soit positive, sachant qu’un bit
particulier vaut +1.

Or, la probabilité conditionnelle qu’un bit particulier provoque une erestidonnée par la surface
hachurée de lafigure 2.9. . Le reste de la surface sous la courBseate la probabilité condition-
nelle que le bitj du motif soit retrouvé correctement. Cette quantité est donnée par I'express
suivante, en utilisant toujours le théoréme limite central :

1 o0
= — exp(——1t
] V2mro? /0 ( 202
La moyenne de la variable aléatoitg est de 0, sa variance est = (M — 1)/N

Dés qu’'on a affaire a des distributions gaussiennes, on est amanérfrénent, a utiliser lfonc-
tion d'erreur, erf(), définie par :

(h!* = moy)?

Pr[h! > 0| m! = +1 ) dh* (2.21)

erf(y) = \/27? /0 e g (2.22)

ouy est la variable qui définit la borne supérieure de l'intégration de la gaurss
On peut maintenant simplifier 'expression de la probabilité conditionnelletdzuresr le Fbit du
prototype en récrivant I'équation (2.21) sous la forme :

Pr(ht > 0| mf = +1] = % [1 + erf(\@)} (2.23)
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Pr

—

0 h i

FiG. 2.9 — Distribution conditionnelle des valeurs du terme croisé de bruit, sagbham bit est
faux

p étant le rapport signal & bruit définit par I'équation (2.20).

Chaque motif prototype comporfé bits et ils sont tous équiprobables et indépendants. La proba-
bilité pour que le réseau soit stable pour tous les motifs est donc donnée par

Pstaple = (Pr[hf >0 | mf = +1]>N (224)

Nous allons maintenant rechercher le nombre maximum de motifs que I'on pendnisér pour
gue la probabilitéP,; ... que le réseau soit stable soit égale a une valeur imposée, comme 0.99 par
exemple.

Sachant que :

1
lim erf(y) =1 — eV (2.25)
Yy—00 71-y2
on peut récrire (2.23) :
1
Priht > 0| mf = +1]=1— \/%e_g (2.26)
ce qui permet d’'écrire pouPs; e :
P 1 L 4 ! (2.27)
stable =~ - € .
tabl Trp
N )
~ 1-— T2 2.28
5" (2.28)

Le second terme de cette équation doit étre petit devant 1, lorsqu’onrfdietd” vers I'infini,
pour gue la probabilité moyenne g, reste proche de 1. Ce qui veut dire qu'il faut :

1 -2 - 1
e ll
V2mp N

P 1
gu'on peut récrire  p > 21nN+§ln(27r,0)
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Afin d’assurer la stabilité de la plupart des motifs, Daniel Amit ([Ami89]) mepde prendre :
Pmin = 2In N (2.29)

ce qui permet d’écrire I'équation de stabilité (2.27) simplement :

1
2vrIn N

Cette équation démontre que, dans la limite ou le nombre de neurones tenihfi@islf proba-
bilité qu'il existe un bit instable tend vers zéro. Il faut cependant quageart signal a bruijp ne
soit pas inférieur aw,,;, défini par I'équation (2.29), ou, de fagon équivalente, que le nondre d
prototypesM ne dépasse pas une valeur critiqug,,... En utilisant la définition de (équation
(2.20)) on trouve :

Pstaple = 1 — (230)

N

Pmin

N
p— 2- 1
2In N (2:31)

pmaa: ~

Le résultat (2.31) définit la capacité de stockage d’'un réseau de Kblpfisque I'on veut que la
plupart des motifs prototypes soient parfaitement retrouvés.

On pourrait étre plus exigeant et vouloir que tous les motifs soient panfiteretrouvés. Le
méme Amit a montré que le nombre maximum de motifs mémoriseés s’écrit alors :

N

Prmaz ¥ (2.32)

En conclusion, que se soit en utilisant I'équation (2.31) ou (2.32) la @¢apasymptotique du
réseau doit étre maintenue faible pour que les motifs mémorisés soient éstr@ls sera une
limitation a I'utilisation du modéle de Hopfield.

2.4.7 Fonction énergie

Le plus grand mérite de Hopfield est probablement d’avoir étudié la dynandigjses réseaux a
I'aide des fonctions de Lyapun®ySi vous voulez vous rafraichir la mémoire et obtenir une vision
formelle des systémes dynamiques, vous trouverez dans les Annelgsegudtamines.

La propriété essentielle des fonctions de Lyapunov est qu’elle décratis de I'évolution du
systéme dynamique et qu’elle est bornée. En physique elle est similaireeegign

Cas d’'une dynamique asynchrone
Posons :

1
E= - 5 ZwijSiSj (233)
b

et montrons que c’est une fonction de Lyapunov du réseau.

e Tout d'abord, elle représente bien le réseau puisqu’elle contient &sugasametres : tous les
poids et tous les états.

4y a quantité de maniéres de transcrire I'alphabet cyrillique, vous &@acertainement d’autres orthographes.
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e Ensuite, elle est bornée car :

Zwijsisj S Z | wl-j | (234)
4,3 2%
e Montrons maintenant qu’'elle est décroissante et converge vers un minifauncela il faut
étudier le signe d& = — 2(E*! — EY). Si A est positif c’est quez décroit au cours de I'évo-

lution temporelle du réseau. Souvenons nous aussi que nous nous splacéssen dynamique
asynchrone et que donc a chaque pas de terapsseul neurone, mettons le numégovoit sa
sortie actualisée et quon a dosc ' = st Vi # ig

A= Z wijsi st Z wijsts) (2.35)
Nous allons décomposer cette somme selon quatre termes, un premier teespautant & =

j # 19, Un terme poui = iy etj quelconque, un troisiéme terme pour i quelconqug=etig, un
quatriéme terme pour= j = iy :

A = Z (sf+1s§+1—wzjsfs§) (2.36)
i#i0,j 710

+ Zwm] b+l Hl s§05§) (2.37)
J#io

> wiig (s — slst ) (2.38)
i#ig

+ wigio[(s55)? = (7)) (2:39)

Du fait de la dynamique asynchrone le premier terme est nul. Les deuxicmusetme lignes
sont presque identiques, les indiéed j etant muets, a ceci pres que dans un caswoy)eet dans
l'autre wy;,. En fait pour aller plus loin nous sommes obligés de poser que ces deus teomte
€gaux, ce qui revient a dire que la matrice de conneXdrst symétrique. Dans ce cas I'équation
précédente se raméne a :

A = st = sl ) D wigs (2.40)
J#io
+ wigio [(5571)% — (s4,)] (2.41)

Examinons maintenant la premiére ligne :
t+1 = (st - (st+l — gt t
Zwloj 7= Sy Zwloj 7~ \Sig 75io)wioi05i0 (2'42)
J#i0
Aprés quelgques arrangemedfsdevient :
t+1 _ ¢ 1 b2
A= 2( 40)hi(J + (8507 = S8iy) Wigig (2.43)

20

Le deuxiéme terme est toujours du signeugg,,. Quant au premier, examinons dans le tableau
suivant les quatre cas possibles :

hi, >0|>0|<0]<0

st +1 | -1 | +1 | —1

sit! +1 | +1 [ -1 -1

sfgrl — s§0 0 2 -2 0
sttt —st)pl ] 0 | >0[>0] O
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Le premier terme de 2.43 est donc toujours positif ou nul. Il est nul qagﬁd: szj’o, c'est-a-dire
guand nous obtenons point fixe

Nous obtenons donc le théoréme suivant :

Théoréeme 1 En dynamique asynchrone, si la matrice des connexions est symeéticgi les
termes diagonaux sont non négatifs, alors le réseau de Hopfield g@nvers un point fixe.

On peut considérer que c’est un résultat surprenant : prenanpainiee de connexion quelconque
mais respectant cependant les conditions énoncées, partez de n'iquedeat, le réseau arrivera
dans un état stable en un temps fini!

Cas d’une dynamique synchrone

Dans le cas ou la dynamique est synchrone la fonction énergie suisnteesfonction de Lya-

punov :
1
E=— 3 Z Zwijsﬁﬂs; (2.44)
i

Comme dans le cas asynchrone, posans —2(E'™! — E') et montrons que nous avons toujours
A>0:

A — Z w;jst t+2 t+1 Z w;js! t-l-l t (245)
— Z 8t+2 Z wij s t+1 Z Z w;jst t+1 (246)
_ Z st+2 Z w” t+1 Z st Z wji3;+1 (2.47)

( J

qui se S|mpI|f|e seulement si w;; = wj; : (2.48)

=3 shn 249)

%

Le signe deA s’étudie comme dans le cas précédent en analysant les différentéslipdss

Rt >0 >0|<0|<0
st +1 | -1 | 41| -1
st +1 [ +1 ] 1] -1
t+2 t
5,4 — 55 0 2 -2 0
(s —shp 0o [ >0 >0] 0

A est donc toujourg 0, I'énergie E décroit donc toujours au cours de I'évolution temporelle du
réseaul est bien une fonction de Lyapunov. Cette énergie est minimale $jotir= s, ce qui
ne peut se produire que si :
e s! = Constante et on a affaire & un point fixe.
. st+2 = st avec par exemplest =1 — —1 — 1 — —1.--
et on a donc affaire a un cycle d'ordre 2.
D’ou le théoréme :

Théoréme 2 En dynamique synchrone, si la matrice des connexions est symétiqtele ré-
seau de Hopfield converge vers un point fixe ou un cycle limite d’oenz.d
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Profondeur des bassins d'attraction

En dynamique asynchrone, si les états des neurgnesrrespondent aux composantes des
motifs, alors I'énergie du réseau lorsqu’il est dans cet état kaetle que :

1
E = — 5 Zwijmimj (250)
Z?J
1
= - §ZmiZwijmj (2.51)
¢ J
_ % mam (2.52)
- ! m? (2.53)
2 7
= - g (2.54)
(2.55)

Chaque motif correspond donc a un puits d’énergie dont la proforedtla méme quel que soit
le motif.

2.4.8 Etats spurieux

Spurieux est un terme tiré de I'anglapuriousqui signifie « faux », « batard ». Le réseau de
Hopfield posséde en effet des mimimums stables pour des états qui n@ood®est pourtant pas
a des motifs prototypes. Il en existe de différents types :

e Le premier type se trouve immédiatement en remarquant que le minimum de la fardigie
est atteint pour des motifs opposés tels gale= —m et puisque la matrice des connexions est
symétrique. En soit ce n’est pas rédhibitoire puisqu’on peut toujojostea a chaque motif un
bit de signe qu’il suffit d’examiner pour savoir si on a affaire a un matitson négatif.

e |l exite aussi desnélanges stables d'étatgii correspondent a une combinaison linéaire d'un
nombre impair de motifs [AGS85]. La combinaison la plus simple est celle de troissmotif

m"" = signg+m/t £ mk'? £ mf?) (2.56)

Un simple dénombrement des différents cas possible montre que, 3 fois syf'4 a le
méme signe que:." ou encore, ce qui revient au méme, quP’® est en moyenne a la dis-
tance deN/4 dem!" (ou, bien sir, den!” ou dem!*®). Ceci implique qu'en moyenne on a
S, mlEmit = NJ/4 x (1) + (N — N/4) x (+1) = N/2.
Si tous les signes de 2.56 sont positifs alors on peut écrire :
W= T wimlT = %Z > mPrmliml = %mé“ + %mﬁ” + %mg‘?’ + termes croisés
’ B (2.57)

Ainsi la condition de stabilité est aussi satisfaite pour un état de mélange@aampun nombre
impair de motifs. Si ce nombre était pair, en certains sites des combinaisaraigois’'annuler.

¢ |l existe aussi d’autres états spurieux qui ne correspondent aagoumbinaison d’'un nombre
fini d’états. Ces états sont appeétidats de verre de spicar ils ont une correspondance étroite
avec les modeles de verre de spins que I'on rencontre en physique yemwans (de trés loin)
ce que cela signifie dans la section suivante.
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Il existe un certain nombre de trucs et d’astuces qui permettent de rterpbsr dans ces mi-
nimums mais je ne les évoquerai que succintement plus loin dans les passytegitant des
dynamiques a température finie et du champ moyen.

2.4.9 Réseau de Hopfield et physique des verres de spins

Un réseau de Hopfield comporte donc un grand nombre de neuronégjuesnqui peuvent
prendre deux états différents. Cela est proche de certains modélksmencontre en physique
statistique des matériaux magnétiques.

ConsidérongV atomes identiques organisés en réseau maillé. Chaque atome possédetiarspin
moment magnétique. Dans heodéle des spins d’lsinghaque spin ne peut prendre que une des
deux valeurst1 et chaque atome interagit avec ses voisins. Si l'interaction entre spiagdes
une longue portée et prend des valeurs aléatoires on pamedele de verre de spins

La dynamigue de ces matériaux se décrit dans I'espace des phasadréngar les différents
degrés de liberté. L'état interne du systéme est représenté par ldsdessia « = 1,2,..., N.
Afin que le systeme puisse évoluer vers un état d’équilibre, un mécanismepegcifié, permet
aux spins de basculer suivant les régles suivantes :

1. A chaque atoméon associe un champ loch.
2. Le champ local est une combinaison linéaire des états internes desspuiees

J

ou lesJ;; sont desonstantes de couplage

3. Un état internes; peut basculer (on dit souvefiipper de I'anglaisflip) s'il satisfait a la
condition d’alignement
his; > 0 (259)

Il existe aussi un Hamiltonien qui représente I'énergie d’interaction desrdifférents spins du
systeme. Il est défini par :

1 1
H= — 5 ;hzsz = — 5 ;;Jijsisj‘ (260)

ou le facteurl /2 est introduit parce que dans la double sommation I'énergie d’interactiomlentr
spini et le spinj est comptée en méme temps que I'énergie d'interaction entre Ig spie spin
1.
Les termes de couplage sont des forces et dans la nature les fantageeétriques si bien que
'ona:

Jij = Jji (2.61)

Ces termes de couplages sont aléatoires.

Si nous comparons ces équations a celles développées dans le ®stapfidld, nous trouvons
unisomorphismdlagrant. C'est parce qu'une armée de physiciens avait travaillé sueless de
spins pendant de nombreuses années que le modéle de Hopfield (ainbsagues qui lui sont
apparentés) a été aussi intensément étudié. Et les travaux ont contimesam@s qu’il est apparu
gue les performances de telles machines étaient relativement limitées.
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Dynamique a température finie

Dans les milieux magnétiques, lorsque la température n’est pas trés’padssdluctuations ther-
miques tendent a faire basculer les spins dans le sens opposé a csliegla ils se trouvent.
Il y a alors compétition entre le champ qui tend & aligner le spin et la températutreng a les
désaligner.

La dynamiqgue des verres de spins d'lsing a température finie est déarita dynamique de
Glauber [Gla63]. On remplace la loi déterministe précédente par la loi piliste :

‘ _ [ +1 aveclaprobabilit¢ g(h;)
st +1) = { —1 avec la probabilité 1 — g(h;) (2.62)
Il'y a plusieurs possibilité quant au choix géh). Nous utiliserons ici la fonction de Glauber
simple, de forme sigmoidale :

1

1+ exp(—20h) (2.63)

g(h) = fp(h)

£ est la notation classique de thermodynamique statistique pour la températerd /(k7") ou
k est la constante de Boltzmann.

En remarquant que :

1—fa(h) = fa(=h) (2.64)
on peut récrire 2.62 de la fagon suivante, symétrique :
Prfs — i = 1] = f5(hs) = L (2.65)

1+ exp(F20hi)

La température joue sur la pente de la fonction de transfert. Plus elle dst falills la pente
est grande. A la limite d’une température nulle, la pente est infinie et on vettatfonction de
transfert de I'équation 2.3. D'autre part, lorsque la température terdlr#ini, la prochaine
valeur des; est complétement indéterminée.

Champ moyen

Supposons pour commencer, que nous ayons un seuw daims un champ locél. Alors la valeur
moyenne de (ou magnétisation moyenne) s'écrit :

<s> = Prls=+1x (+1) + Prls = ~1] x (1) (2.66)
1 1
= 7 + exp(—20h) 14+ exp(23h) (2.67)
exp(Bh)  exp(—Bh)
exp(Bh) + exp(—pBh)  exp(—ph) + exp(Bh) (2.68)
= tanh(8h) (2.69)

Lorgue le champ varie decoc a+oo, la magnétisation moyenne passe de -1 & +1, I'essentiel de la
transition s’effectuant dans un intervalle kiE autour de zéro. Rappelons que, a chaque instant le
spin est soit & +1 soit a -1. Du fait de la température, il reste plus ou rwsigeempsaligné avec

le champ.

5C’est dans ce sens qu'on entend « température finie », c'est-aatirégale a zéro.
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Dans les systémgmramagnétiquekes spins n'ont aucune influence les uns sur les autres. Suppo-
sons gu’ils soient soumis au méme champ externe. Alors la magnétisation tofélepies étant
M = N < s >, on en déduit la loi de CuriedM /oh = 1/T ah = 0.
Lorsqu’il y a plusieurs spins en interaction et dans un champ externaléardu champ local
fluctue du fait de la température et vauk;: = Zj w;js; + heet, Le probléme du calcul de la
magnétisation n’est plus aussi facile. On s’en tire néanmoins en faisarapproximation qui
porte un nom célébre, celle dhamp moyemui consiste & remplacer la vraie valeur/dpar sa
moyenne :

<hz> = Zwij <Sj> + pert (2.70)

J

et la valeur moyenne de la magnétisation vaut :

(Si) =tanh(B(h;) = tanh| B " wi;(s;) + SR (2.71)

J

Il'y a toujours N équations non linéaires/s inconnues, mais au moins il n'y a plus de variables
stochastiques!!

Cette théorie du champ moyen, qui est beaucoup utilisée en théorie dasxréseneurones « a la
Hopfield », devient exacte dans la limite ou la portée des interactions deigi i’ est-a-dire
ou les neurones agissent tous, les uns sur les autres. En gros defalfegarce quer devient

la somme d’un nombre infini de termes et qu’alors on peut appliquer le théocentral limite.
Néanmoins, méme pour des interactions a courte portég;ot 0 des que les spins sont éloignés
de quelques pas, la théorie du champ moyen peut donner une bonrptiesdes phénomenes.

2.4.10 Prototypes corrélés : la pseudo-inverse

Le terme croisé de I'équation 2.19 provenait du fait que si on tirait undgreembre de motifs
aléatoires, alors ils n'étaient pas tous orthogonaux. Posons nousdtogueée savoir comment
calculer la matrice de connexion lorsque les motifs sont linéairements ind&gisnce qui est une
condition moins restrictive que celle d'orthogonalité.
Si nous posons le probléme sous forme matricielle, nous aurons a résdads le cas de I'hétéro
association :

Y = WX (2.72)

ou les vecteurs de sorties sont les colonneX dkes vecteurs d’entrée, les colonnesXle

Y et X sont toutes deux des matricesValignes (le nombre de neurones) eflA colonnes (le
nombre de motifs. Si elle étaient carrées le calcuWdématrice N x N) serait facile (formelle-
mentW = YX~1). Mais ce n’est pas le caX, n’étant pas carrée.

Il faut avoir recours & T, la pseudo-inverse de Moore-Penrose[Pen55] qui permet aécrir
W=YX"+7Z(1-XX") (2.73)

Fort heureusement Penrose prétend que n'importe quelle mdtperit faire I'affaire, prenons
doncZ = 0 et revenons au cas de l'auto association. Nous trouvons :

W=XX" avec X" =(XTX)!xT (2.74)

W est la matrice de projection orthogonale dans le sous-espace engandieé pecteurs pro-
totypes. Elle peut étre calculée grace a I'algorithme itératif de Gréville [GreBd]y a autant
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d’itérations qu'il y a de motifs. Numériguement ce n’est pas une méthodeffiéace dés que la
dimension augmente. Il est préférable d'utiliser une méthode de gratiehiastique qui mini-
mise la norme d¢ X — WX ||.

Beaucoup de techniques liées aux matrices et aux pseudo-inversas/satdans le premier livre
de Kohonen[Koh78] qui traite des mémoires associatives linéaires.

2.5 Résultats de simulation

Une simulation tirée du livre de Weisbuch[Wei89] est représentée surdef@)10 ou chaque

= BIE] e

a Vi
g K
k. B ipna.

FiGc. 2.10 — Exemples de convergence de configurations vers les attraftausystéme de Hop-
field.

carré comprend x 8 cases (ou pixels) représentant chacune I'état d’'un automate (leseasEs
figurent les automates a I'état 1, les cases blanches ceux atBtdtes fleches partent des motifs
pris comme configurations initiales et pointent vers les attracteurs conesms. Les trois cases
constituant la figure (a) représentent les lettres X, b, K qui ont étéieb@ismme prototypes. Elles
ont donc détermine le choix des connexidlig du réseau et sont invariantes dans la dynamique.
On voit que de petites erreurs dans le motif X sont corrigées par la dynartiiyjuD’autres, plus
importantes ne le sont pas (c). La translation d’'un motif conduit vers ue atitacteur (d). On
note I'existence d’'un attracteur mélange des deux motifs b et K (e).

2.6 Implémentations optiques

Les implémentations optiques de mémoires adressables par le contenu owdgifdigimilaires
ont été étudiées depuis 1960. La majorité des réseaux de neuroneg®péiglisés tombent dans
une des deux catégories : multiplication vecteur-matrice ou corrélateugraploques. La figure
2.11 en montre une version [GT85].

Psaltis et Farhat, du Caltech sont deux auteurs ayant extensivemeés aldsdispositifs optiques
afin de calcul optique ; la figure 2.12 tirée de [PF85] montre deux de leanbreuses réalisations.
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Cylindrical Lers

Connection
Matrix
Detector-Source

Detector-Source Pair Array

‘

FiG. 2.11 — Réalisation d’'une mémoire associative basée sur une multiplication oyeicpeerr-
matrice. La lumiére peut passer au travers de la matrice des connexiarssldeux sens.

2.7 Troisieme approche : réseaux de Hopfield et Optimisation

L'essentiel de ce qui se dira par la suite est guidé par le fait que les aiiqtis en optimisation
sont réalisées avec des amplificateurs opérationnels (AO), des dispékgtifroniques qui pos-
sédent des gains, des courants de polarisation ou des courants de.fAit@oins que ce ne soit
l'intuition que les modeles de Hopfield pourraient étre utilisés en optimisation qanduit a
rajouter au modéle original des grandeurs qui se trouvent avoir unipriéitation simple en élec-
tronique et ainsi de potentiellement permettre une réalisation matérielle effitarseconnaissez
I'histoire de la poule et de I'ceuf. Quoi qu’il en soit Hopfield et Tank [|B8i8nt parlé en premier
d’AO.

On voit bien qu’un neurone formel est proche d’un AO, mais on voisiagige le gain d’un AO
ne peut pas étre infini et ne pourra donc pas étre ramené a la foncti@msdiert d’'un neurone tel
gu’on I'a vu dans ce chapitre. Comment va-t-on s’en sortir ?

2.7.1 Modifications du modele original

Nous modifierons le champ local (I'entrée totale) donné par I'équation Z1398i@joutant un
courant externe de la fagon suivante :
Hy=> T;Vi+1, (2.75)
J#i
Cet ajout est représenté sur la figure 2.13.
L'expression de I'énergie en découle assez naturellement :

1
E= —52212]-%% —sz (2.76)
i jFi %
Il est possible de démontrer qu'il s’agit d’'une fonction de Lyapunoyue I'on a :

AE =Y T;V; + L]AV; <0 (2.77)
J
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THRESHOLDING
FEEDBACK,
AND GAIN,

PO ARRAY
Y
LED Tl;
ARRAY MEMORY MASK
(D,LED) A SK

T

FEEDBACK GAIN AND THRESHOLDING

{a} ELECTRONIC FEEDBACK SCHEME

hY
DIFFUSING .~
SCREEN .~

DOVE PRISM
IMAGE ROTATOR

b} OPTICAL FEEDBACK SCHEME

FiG. 2.12 — Deux fagons de réaliser la rétroaction non-linéaire : en hautratiEpie, en bas, tout
optique.

2.7.2 Modeéle continu

Nous allons voir ce qui se passe si nous utilisons de véritables AO paligeréles neurones du
réseau de Hopfield représenté sur la figure 2.13 ou un courant@estrajouté a chaque entrée
de neurone. Posoni§ la tension existant a la sortie d’un neuranet U; sa tension d’entrée (cf.
figure 2.14)V etU sont reliés par ce qu'on appellejale gain, etl'on a ¥; = ¢(U;). L'équation
de mouvement du réseau se déduit de I'équation fondamentale de I'électricité

dU
I = — 2.78
C o (2.78)
dU; U;
J

1 1 1
ol — = — — 2.80
! R; pi * Zj: R; (2.80)
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FiG. 2.13 — Un réseau de Hopfield auquel on a ajouté des entrées extgrieure

SR Y
c—.P

FiG. 2.14 — Un neurone réalisé avec un amplificateur opérationnel.

et ol p représente 'impédance d’entrée de 'AOZRt les résistances codant pour les poids des
connexions.

2.7.3 Energie

Considérons maintenant la quantité que nous appellerons énergie :

E=— Y ST, +Sr / vydz — YLV, (2.81)

1 jFi

sa variation au cours du temps lorsdqevarie peut s’écrire, sI;; est symétrique :

dE av;
- = ;;EJV + 1) (2.82)
d vV _, d df av. . dV dVv
= = = = — U= (2
car o) 9 @de = GfV)=gr =9 Vg =g @8
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g g’

Fic. 2.15 — Sens de variation de la fonction représentant la tension d'ditoéela tension de
sortieV.

On a donc (voir figure 2.15) :
dt Ydt dt

S Z Ciflgj (dd‘f

= — zi:Cig_ll <dd‘f

< 0 car Cig V>0 (2.87)

diE dU; dV;
Byl (2.84)

)2 (2.85)

)2 (2.86)

E est donc une fonction de Lyapunov et il existe des points fixes.
Mais ou sont les minimas de ?
Reprenons I'expression de mais avec les courants exterriesiuls :

1 I A
E:_2ZZE]-%1/J-+Z&/O g Yz)dx (2.88)
1 jFi )
e dans le cas discret, seul le premier terme existe et on sait qu’alors les mimimastgés aux

sommets du cube de dimension N (dor’asommets),
e dans le cas continu ce comportement est forcément modifié, et nous allods quelle fagon.

2.7.4 Renormalisation

Des théorémes sur les fonctions et leurs fonctions réciproques nduisolds que :

. 1
si V=gU)=U=g¢"'(V), aors V=g\N)=U-= Xg—l(V) (2.89)
Il'y a changement de gain mais pas d’asymptotes (voir figure 2.16).
Le deuxiéme terme s’écrit alors :
12:1‘/%‘4(w (2.90)
- -_— x)axr .
N R Jo ?

si A — oo (si le gain devient trés grand), ce terme devient négligeable. De pilds,fallait, ainsi
gu’on peut le voir sur la figure 2.16, la surface comprise eqtrg(z) et I'abscisse tend vers 0
guand le gain tend vers l'infini.
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,,,,,,,,,,, ViU

>\ N
croissant

/

U Y
f é(x)dx

Fic. 2.16 — Effet de la renormalisation.

e Conclusion 1: pour un grand gain, dans le cas continu, les points stables sont cetasdu
stochastique.

e Conclusion 2: on va pouvoir résoudre des problemes d’'optimisation grace a des A@nd gr
gain.

2.7.5 Application au convertisseur analogique—numeérique

Supposons que I'on se fixe alors de grands gains, que les connsaitirsymétriques et qu’il n'y
a pas de connexion d’un neurone sur lui méffig & Tj;, T;; = 0) : moyennant ces hypothéses
nous pouvons réaliser un convertisseur analogique—numeérique deteréprésentée sur la figure
2.17 (ne vous préoccupez pas des poids des connexions, noossvpius loin comment on les
calcule).

X input

-1V

=

:

o

w1

oo

N

N

Ef<

o

N
N
[EnY
(e}
oo
N
<
i

N

[0}
w
N
©
~
| |
N

FiG. 2.17 — Un convertisseur Analogiqgue/Numérique qui fonctionne.

La stratégie consistera a considérer que ce probléme releve du domdioptid@sation avec
contraintes et que ces contraintes sont doubles : tout d’abord latéoatian des sorties doit
donner la représentation binaire de la tension d’entrée et ensuite gdwtjaaloit étre exactement
a0 ou a1 (nous poserons que les tensions peuvent varier entre. Cetdyi donne :

1 7
Bl = _(z- > 2y (2.91)
B2 = %ZAM(W ~1) (2.92)

Le facteur); est la pour relier les deux contraintes.
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Remarquons qué&’1 est bien toujours positive et est minimale quand les sorties représentent les
solutions ;E2 est bien minimale s¥; = 0 ou 1. L'énergie totale sera la somme des deux termes.

Développons :

E = %(m -~ Z 2'Vi)? + % Z_ AVi(Vi = 1) (2.93)
— % x2—2x22im+(22%)(22jvj) +;Z)\in—;ZAiVi (2.94)
1 1 7 1 1

— ;xQ—mZTVi—G—; ZZ”W+Z§2”M‘G +;ZAM2—;Z(>%195)
? 7 1 JF ? ?

Cette expression se simplifie si nous posons xjue —22% car alors les termes diagonaux (ceux
enV;? s'annulent. On obtient alors :

i 1 i+j 1 i
E = —x;2w+2;§2ﬂwvj+2;22w (2.96)
= %ZZQi+j%W—Z(m2i—2Qi_l)% (2.97)
i ji i

gue nous comparerons alors terme a terme a I'expression “classiquéheegie :

1
E= —§ZZﬂjmw —Zm (2.98)
1 jF %
Il vient immédiatement : - ‘ ‘
E] — _21+] I’L — $27' _ 221—1 (299)

Les “conductancesT;; sont donc toutes négatives, ce qui n’existe pas dans la réalité. ldeureu
ment nous pouvons inverser la sortie des AO, ce qui résoud le probléme.

Nous obtenons par exemple pour la connexion du premier AO sur le deyxieisgue; = 1 et
j =0,T;; = 2; pour la connexion supplémentaire (si elle est reliée & -1 \&At),! = 0.5 et pour
la liaison & I'entrée a convertir2! = 1.

Le schéma représenté sur la figure 2.17 donne toutes les valeurs desgioos.

Remarques

e Le nombre le plus petit que I'on peut coder est 0000. Ce qui veut deesyu la premiere ligne
onalatensionz — 0.5 x 1V < 0, (puisque tous les neurones sont a I'état inaetify < 0.5;
sur la deuxiéme ligne on &2r — 2 < 0 = = < 1; ... La plus petite tension que 'on peut
mettre & I'entrée de ce convertisseur est 0.5 V.
Le nombre le plus grand que I'on peut coder est 1111. Ce qui veufidgesur la premiéere
ligne on a la tensiomr — 2 — 4 — 8 — 0.5 > 0, (puisque tous les neurones sont a I'état actif)
= x > 14.5; sur la deuxiéme ligneonar.—2 - 16 -8 -2 > 0 = z > 14, ... Laplus
grande tension que I'on peut mettre a I'entrée de ce convertisseur.3at.14
Sur 4 bits, on écrit 16 chiffre®, 1,...,15; onadonc

—0.5 <z <155 (2.100)
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e Sionchange les AO, et gu'au lieu de fonctionner entre 0 et 1 V ils fonotiohentre 0 eV,
il faut changer leg;; en :

2i+j

Vmax

e Si on veut convertir suf0, Vy,] et non sur 16 V {6 = 2%), il faut modifier les connexions
d’entrée en:

T, = — (2.101)

24+i
Vi

e Sionveutune référenceVi # —1V, il faut que le courant constant soit fourni au travers d'une
conductance :

(2.102)

22i—1

2.103
o (2.103)

Résultats

Si, pour faire une conversion, on fait partir les AO de 0V, alors la c@ive est parfaite. Mais si
on laisse les tensions libres, alors on observe un hystérésis (voir #idige

ouT _ ouT

o IN IN

FiG. 2.18 — A gauche les conversions obtenues en partant d’'un état inittailsdes AO sont
positionnés a OV. A droite ce qui se passe lorsque le systéme est laissé libre

Explications

Supposons que 'on vienne de convertir 7 V. Le paysage énergétiqoerale 7 est représenté
sur la figure 2.19. Il y a 2 unités énergétiques entre la configurationt‘®& eonfiguration “7”
car3 > T;;V;V; = (9 — 7)% = 2. De la méme facon il y a 0.5 unités énergétiques entre la
configuration “8” et la configuration “7" caf > 7;;V;V; = (8 — 7)? = 0.5.

1/2] 1/2] k

0111 1000

FiG. 2.19 — Le paysage énergétique autour des configuration “7” (0118) €.000)
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Y

Lorsque I'on veut convertir “8” & partir de la position “7”, le systéme p@ster bloqué dans la
configuration précédente car la courbe représentant I'énergieapemtun petit creux, un mini-
mum local qui va le piéger dans cet état d’ou il ne pourra pas sortitapément.

2.7.6 Application au probleme du voyageur de commerce
Le probleme

Soit un voyageur de commerce devant passer une fois et une sesl& ddles. Dans quel ordre
doit-il parcourir ces villes pour minimiser la distance parcourue ?

Ce probleme est I'archétype des problémes NP-complets, ces probleardsgmuels la durée
de résolution augmente plus vite que n'importe quelle puissance de leur taikec@dpitre sur
la complexité). Je ne sais plus jusqu’a quelle taille on sait résoudre le probleéneyageur
de commerce, actuellement, mais admettons que ce soit 314 villes; alors on passaitcore
résoudre le probleme pour 315 villes et il se pourrait qu'on doive attdndgtemps avant que ce
soit réalisé. Et ce sera encore beaucoup, beaucoup plus duriuillds !

Bref, ce sont les problémes les plus “durs” que I'on connaisse.

Mise en forme

Soit N villes {A,B,...,N} et soitl,2,...,n le numéro d'une ville donnée dans un tour. Par
exemple lavilleAaler? 2, laville Blen®3,C le 1 etD le n° 4. Ce qui veut dire que le tour
pour 4 villes commence pd&r, se poursuit parl puis B et se termine pab.

Calculons le nombre de tours distincts. Il » gacons de choisir la premiére ville, puis- 1 fagons
de choisir la deuxiéme, ., 1 facon de choisir la derniére. Ce qui faltpossibilités. Parmi celles-
ci, certaines sont équivalentes pour notre probléme : on peut comnparg€importe laquelle de
cesn villes et le tour peut se faire dans les deux sens. En définitive on a

G N!
nombre de possibilités dlstlnctesﬁ (2.104)

On peut représenter ce probléme sous la forme d’un tableau de la fagants :

OO0 w>

o r OOk
© O OoOr|N
COoOr O|w
PO OoOolM

On considére alors qu'il ne doit y avoir qu’un seul “1” sur chaque ligimssi qu’un seul “1” par
colonne. Vous voyez apparaitre des contraintes. Il existe aussoutraiote supplémentaire, celle
sur la distance parcourue : la somme des distances entre villes doit étre minimale.

On va procéder en utilisanf neurones, un neurone pour chacune des cases du tableau ptécéde

Un neurone a “1” codera donc a la fois la ville et sa position dans le circuit.
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Fonction énergie

L'état du neurone codant pour la villg et la position; sera noté’y ;.

Ecrivons alors la contribution de chacune des contraintes a la fonctengiénLes grandeurs
A, B, --- sontici des constantes reliant les contraintes) :
e Pas plus de un “1” par ligne :

Y D vk Vx, x 5 doitétre mini (2.105)
X i i
e Pas plus de un “1” par colonne :
B oA .
DYDY W, x 5 doitétre mini (2.106)
i X Y#X
e Le nombre de “1” doit étre égala:
O vk, —n)? x ' Goit étre mini (2.107)
X 1 Z 2
e Ladistance doit étre la plus petite possible :
D A -
DD dxyVx, (Vo + Vo) X 5 doit étre mini (2.108)

X Y#X i

Une fois cette somme effectuée on compare terme a terme avec I'expressgigueale I'éner-
gie :

E = —% SN Ty, Vi Wy, — > LV, (2.109)
X, Y X;

Tous calculs faits, on trouve :

Tx,y; = — Adxy(1—dij) inhibition sur chaque ligne
— Bd;j(1 —dxy) inhibition sur chaque colonne
- C inhibition générale (2.110)

— Ddxy(8,+1+ 6j,—1) terme de données

Résultats

Sur la figure 2.20 qui est tirée de [HT85]

sont représentés les résultats obtenus sur un probléme comportantd@ingieue pour 30 villes.
Nous voyons que le réseau ne trouve pas la bonne solution, celle olpnlui et Kernighan
(une méthode de recherche opérationnelle), mais une solution proche.

Pour gquelques dizaines de villes cette méthode peut étre considérée commerensilien ne
recherche pas une solution exacte mais une solution approchée et rapidela de quelques
dizaines de villes, ce qui fait entre 100 et 1000 neurones!) elle estriwatanefficaceper se
mais des méthodes dérivées existent, plus complexes évidemment.
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s 1 - F
o8 - F
o6 § ROE +
9
o4t s |F L
o2f E 7T r -
ok A D27 L D283 L D=4.55

1 1 i 1 A1 "l 1 1 ] I ] il 4 ] 1 1 1
0020406084 002040608 1 O 0204 0608 1
Fig.3a—c. a, b Paths found by the analog convergence on 10
random cities. The example in a is also the shortest path. The

city names A ... J uscd in Fig. 2 are indicated. ¢ A typical path
found using a two-state network instead of a continuous one

{a) (b) {c)
1 D=14.9 D=4.26 L D=5.07

o.8|- - =
0.6 - o
0.4 - F
o2t - -

SRR | SR R
0 02040608 1 0 02040608 1

L
o

1 i I} b il
02040608 1
Fig.da—c. a A random tour for 30 random cities. b The Lin-

Kernighan tour. ¢ A typical tour obtained from the analog
network by slowing increasing the gain

FIG. 2.20 — Résultats pour 10 et 30 villes.

2.7.7 Application au probleme des bibliothécaires

Mise en forme

C’est un probléme d’affectation. Soit un certain nombre de bibliothégaineslesquels on connait
leur vitesses de classement de chaque type de volume, art, physiq@yedte.catégorie va-t-on
donner a chacun pour que la bibliotheque soit rangée le plus rapideossible ?

On va former un tableau ot chaque ligne correspond aux différentssedtele rangement d’'un
bibliothécaire donné et chaque colonne a une catégorie particulierees (Woir figure 2.21).

Répartir les taches revient alors a choisiéléments du tableau sachant que I'on ne peut choisir
gu’un seul élément par ligne et par colonne, puisque, par définitiaguehbibliothécaire ne peut
s’occuper que d’'un seul secteur a la fois. La meilleure solution est agllraximalise la somme
des vitesses de rangement de tous les bibliothécaires.

Pour résoudre ce probléme on construit un réseau compartant AO, ou chaque ligne corres-
pond & un bibliothécaire et chaque AO de la ligne a une discipline. Les A dhéme ligne ou

d’'une méme colonne sont reliés par des connexions inhibitrices, car toaatonsiste a n'attri-

buer qu’un seul domaine a un bibliothécaire.

Quel est le nombre d’états stables ? Ce sont les configurations possiblesayvent prendre les
36 AO, six d’entre eux devant étre a “1”, avec un seul actif par ligng@etolonne. Comme ily a
6 facons de choisir 'AO a “1” sur la premiére ligne, 5 fagcons alors suelai@me, . ., ily a au

total6 x 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 720 solutions possibles.
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COLLECTIONS
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FIG. 2.21 — Ici on cherche a faire classer de la facon la plus rapide possildertain nombre
de livres, chaque bibliothécaire ayant certaines performances deriast selon les types d'ou-
vrages a classer.

Résultats

Les résultats sont donnés au bas de la figure 2.21. On remarque quéssida n’a pas trouvé la
meilleure solution, sa réponse est néanmoins trés bonne.
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2.7.8 Application a I'imagerie médicale

On posera le probléme de la segmentation d’une imag@iseaux de gris comprenantobjets
intéressants.

FiG. 2.22 — Les images originales en résonance magnétique (a et b). Les iasgedives seg-
mentées pour 3 classes (c et d).

Les images données en exemples sont des images du cerveau obtenéssnaace magnétique.

On construira comme d’habitude un tableau ou les colonnes représemésrobjets a classer et
les lignes représenteront les niveaux de gris. Supposons que ldlevle classes. Ici les objets
sont tous les pixels d’'une imade x L. Il y aura donc en fait un tableau a trois dimensions de
L x L x M neurones.

La formalisation est un peu longue mais est directement dérivée de c@gs@vons vu préceé-
demment. Le lecteur passionné peut se reporter a I'article de Cheng, MawogiCLM96]

2.8 Conclusions

Utiliser des réseaux de neurones “a la Hopfield” pour résoudre dé&pnes d’optimisation né-
cessite donc de posarpriori une fonction énergie et on peut y voir un arbitraire certain car ce
n'est donc pas une méthode générale; il faut bien comprendre le prlaiéant d’essayer de le
résoudre!

Pour peu que I'on ne recherche pas une méthode exacte ce peuedamume méthode car elle est
rapide. J'ai discuté une fois avec un militaire qui disait préférer untetsu10% immédiatement
plutdt qu’une solution au milliéme une milliseconde trop tard !
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2.9 Exercices

2.10 Compléments : systemes dynamiques
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